Analyse Complexe
TD 6

Fonctions elliptiques

Exercice 1 Soient o, des complexes non colinéaires, A = aZ @ BZ le réseau correspondant. Soit f
une fonction méromorphe sur C, non constante, A-périodique (cela signifie par définition que f est a la fois
a-périodique et S-périodique).

1. Montrer qu’il existe un complexe zy tel que f n’a ni zéros ni poles sur le bord du parallélogramme
{zo+za+yB|0<z,y<1},

et montrer que f a autant de zéros que de poles, comptés avec multiplicités, & I'intérieur de celui-ci.

2. Si S est une partie finie de C et n > 1 un entier, montrer que I’ensemble des fonctions méromorphes sur
C, A-périodiques et dont les poles sont tous dans S+ aZ+ BZ et tous d’ordre < n, est un espace vectoriel
complexe de dimension finie.

3. En considérant f’ + f2, montrer que lorsque S n’a qu'un élément et n = 1, on obtient seulement les
fonctions constantes.

Exercice 2 On reprend les notations de ’exercice précédent.

1. (*) Soit f une fonction méromorphe non identiquement nulle sur C, A-périodique. Soit {z1,...,2;} un
ensemble de représentants modulo A de I’ensemble formé des zéros et des poles de f, m; 'ordre du zéro
ou du pole de f en z;. On a vu dans I'exercice précédent que ), m; = 0. Montrer qu’on a aussi :

k
Z m;z; € A.
i=1

2. Réciproquement, on se donne {z1,...,2;} C C distincts modulo A, et des entiers my,...,my € Z tels
que :

k k
Zmi =0et Zmizi = 0.
i=1 i=1

On va montrer qu’il existe une fonction méromorphe f comme dans la question précédente.

(a) Montrer que le produit de Weierstrass

o(z) =2 H (1 — ;) e/ M= /2N

AeA\{0}
définit une fonction entiére o dont 'opposé de la dérivée logarithmique & := —o’ /o vérifie
f/ =

p étant la fonction de Weierstrass introduite dans le cours.

(b) Montrer qu’il existe des nombres complexes ¢, tels que pour tout z € C\ A,
E(z+a)=¢(z)+ta et E(z+5) =&(=) + ts.
¢) Montrer qu’il existe C,,Cg € C* tels que pour tout z € C\ A,
B

o(z+a) = Cho(2)e % et o(z + B) = Cgo(2)e 4%



(d) Montrer que la fonction

convient.

Exercice 3 Soit 7 € C tel que Im7 > 0. Notons A = Z®7Z = {a + br | a,b € Z}. Rappelons qu’il existe
un polynome Q(X) = 4X3 — 60G4(7)X — 140G¢(7) tel que pour tout z € C\ A,

('(2))" = Q(p(2)).

On note aussi go2(7) = 60G4(7) et g3(7) = 140Gg(7).

1. Montrer que la fonction @' s’annule en 1/2 4+ A, 7/2+ A et (1 +7)/2+ A et nulle part ailleurs, et que
tous ces zéros sont simples.

2. Montrer que si z € C\ A est tel que p(z) = p(1/2), alors z — 1/2 € A. Que dire de 'ordre d’annulation
de p — p(1/2) en 1/27
Démontrer un résultat similaire pour 7/2 et (1+ 7)/2.

3. En déduire que le polynéme @ a trois racines distinctes.

4. En déduire que la fonction holomorphe sur le demi-plan de Poincaré
AT go(7)3 — 27g3(7)?

ne s’annule pas.

5. Montrer que si (z,y) € C? est tel que y? = Q(x), il existe z € C \ A, unique modulo A, tel que

(p(2), 9'(2)) = (2, 9).

On pourra s’intéresser aux zéros de o — x et a leurs multiplicités.

6. Soit zg € C\ A. Déterminer les poles de la fonction elliptique

¢'(2) — @’(Zo))2

1
2 plet ) - g < o(2) — p(z0)

4
et la partie polaire en —zg, et en déduire que pour tout z € C\ A tel que z & +20 + A,

¢'(2) - p'(zw)Q

@(Z + Zo) + @(Z) + @(ZO) - % ( @(z) - p(Zo)

Exercice 4

1. Montrer que si A = aZ @ BZ ou « et 5 ne sont pas colinéaires, il existe v € C* et 7 dans le demi-plan
de Poincaré tels que

YA=Z D TZ.
2. Montrer que la formule
. g2(7)?
= 1728
i) A(r)

définit une fonction holomorphe sur le demi-plan de Poincaré.
3. Soit 7 dans le demi-plan de Poincaré. Montrer que si (a)b

cd € SLy(Z) 1l existe v € C* tel que Z & g:_tZZ =~(Z ® 7Z). En déduire

(522) i




